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SLOBODNI  POTPOLNO  KOMUTATIVNI VEKTORSKO 
VREDNOSNI  GRUPI  SO EDINICA 

 
Marijana Spirkoska1 ,  Biqana Janeva2 

 
 Vo trudot [1] se razgleduvani edinici vo potpolno komutativni 
vektorsko vrednosni grupi. Vo ovoj trud e dadena konstrukcija na slobodni 
potpolno komutativni vektorsko vrednosni grupi so edinica. Razgledani 
se dva slu~ai i toa: koga km ≥   i km < . 

1.  VOVED 
Najnapred }e dademe nekoi oznaki i definicija na  poimi {to }e se 

koristat vo ponatamo{niot tekst. 
1.   So sQ  }e se ozna~uva s-tit Dekartov proizvod na mno`estvoto 

Q . 

2.  Elementite na sQ  t.e. s-torkite  ),...,,( 21 saaa   }e bidat 

ozna~uvani so saaa ...21 , ili  so sa1 . Vo nekoi slu~ai, kade nema mo`nost za 

nedorazbirawe s-torkite  ),...,,( 21 saaa   }e bidat ozna~uvani so edna 

promenliva, ~esto podvle~ena: a .  Zna`i simbolite  ),...,,( 21 saaa ;  

saaa ...21 ;  sa1 ;   a      }e bidat oznaki za eden ist element od  sQ . 

3.   So j
ia   }e se ozna~uva nizata  jii aaa ...1+    koga  ji ≤ ,  a praznata 

niza koga   ji > .  
4.   Ako   1 2 ... sa a a a= = = = ,  toga{ nizata saaa ...21  }e se ozna~uva 

so 
s
a   ili so sa . 

5.   Ako S  e neprazno mno`estvo, toga{ so +S  }e go ozna~uvame 
mno`estvoto od site kone~ni nizi  na elementi od  S   t.e.   

{ }SaiaaaS i ∈≥=+
ν,1...21  i u{te ako 1,,, ≥∈ jiSba νμ , toga{ 

ji bbbaaa ...... 2121 =   ako i samo ako ibaji N∈== ννν ,, .  

6.   So   )(

1

)( r

r
SS

≥

+ ∪=   }e bide ozna~ena slobodnata komutativna 

polugrupa so baza S . Zna~i ako 1,,, ≥∈ jiSba νμ ,  toga{ vo )(+S   va`i:  

ji bbbaaa ...... 2121 =   ako i samo ako ji =    i  ibbb ,...,, 21   e permutacija na   

iaaa ,...,, 21 . 
7.   So { } SSS ∉∪= + 11 ,)((*) ,   }e bide ozna~en slobodniot 

komutativen monoid so baza S ,  kade {to 1 e prazniot zbor.  
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Definirame homomorfizam  0
(*): N→S ,  koj }e go vikame 

dol`ina,   na sledniot na~in: 
0=1 ;      1=x  za  Sx∈ ;        yxxy += . 

Neka  Q  e neprazno mno`estvo. Kako {ta e dadeno pogore so )(+Q   ja 
ozna~uvame slobodnata komutativna polugrupa so baza Q.  Ako r e 
pozitiven cel broj,  so )(rQ  }e go  ozna~ime podmno`estvoto 

{ }Qaaa ir ∈...1  od )(+Q ,  pri {to raa ...1   e proizvod na raa ,...,1   vo )(+Q .  I 

ovde }e ja koristime oznakata  ra1   namesto raa ...1 ,  vodej}i  smetka deka 
rr ba 11 =   vo  )(rQ ,  za Qba ii ∈, ,  ako i samo ako    rbb ,...,1   e permutacija na 

raa ,...,1 .  Jasno, ako )()( +⊂∈ SSu r ,  toga{  ru = . 

 Neka N∈mn, . Za preslikuvaweto )()(: mn QQf →   velime deka e 
potpolno komutativna (n,m)-operacija na Q,   ili koga ne e potrebno da se 
istaknat  m   i    n,   potpolno komutativna vektorsko vrednosna operacija, 
a za parot ( )fQ;  deka e potpolno komutativen (n,m)-grupoid (potpolno 
komutativen vektorsko vrednosen grupoid). 
 Neka 1≥=− kmn . Ako za potpolno komutativniot  (n,m)-grupoid 
( )fQ;  va`i i slednoto svojstvo: 

  ( )( ) ( )( )12
1

211 xxxffxxff kn
n

nkn
n

n +
+

++
+ = ,                                                       

toga{ za ( )fQ;   velime deka e potpolno komutativna (n,m)-polugrupa. 
 Neka ( )fQ;  e potpolno komutativna (n,m)-polugrupa. Velime deka 

( )fQ;  e potpolno komutativna (n,m)-grupa ako za sekoi )()( , mk QbQa ∈∈ , 

ravenkata baxf =)(  ima re{enie vo  )(mQx∈ . 
 
                 2.  EDINICI VO POTPOLNO KOMUTATIVNI 

  (m + k, m) - GRUPI 
 Neka  f:  G(m+k)  →   G(m)  gi zadovoluva slednite uslovi : 
(i)   ,1    ),)(())(( 11111 kixxffxxfxf kn

n
nkn

ni
ni

i
i ≤≤= +

+
+
++

+
+  

kade  ,,...,1 Gxxkmn kn ∈+= +  i   
(ii)    postoi element  Ge∈ , koj }e go vikame edinica, taka {to za  

koi bilo Gxx m ∈,...,1  
mkm xexf 11 )( = ; 

(iii)    za koi bilo   Gbbaa mk ∈,...,,,..., 11  ravenkata 
mmk bxaf 111 )( =  

ima re{enie x1,…,xm (edinstveno do permutacija). 
Toga{ za (G,f) }e velime deka e potpolno komutativna (m + k, m) - 

grupa so edinica. 
Uslovot (ii)  mo`e da se zameni so sledniot poslab uslov : 
(ii’)    Postojat  ,,...,, 1 Gxxe m ∈  taka {to 

mkm xexf 11 )( = . 
Dokazot na ova tvrdewe e daden vo [1]. 
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Tvrdewe 2.1.  Neka  f:  G(m+k)  → G(m)  gi zadovoluva slednite uslovi : 
(a)   ,1    ),)(())(( 11111 kixxffxxfxf kn

n
nkn

ni
ni

i
i ≤≤= +

+
+
++

+
+  

kade  ,,...,1 Gxxkmn kn ∈+= +  i   

(b)    postoi element  Ge∈ , taka {to za bilo koi Gxx m ∈,...,1  
mkm xexf 11 )( =  

(c)    za bilo koi  Gaa k ∈,...,1 , postojat  Gxx m ∈,...,1  (edinstveni do 
permutacija) taka {to  

kmk exaf =)( 11 . 
Toga{  (G,f) e potpolno komutativna (m + k, m) - grupa so edinica. 
Dokaz:   Treba da doka`eme ekvivalentnost na (iii) i (c). 
Neka va`i (iii). Toga{, ako  specijalno izbereme mm eb =1   se dobiva 

(c). 
Obratno, neka va`i (c). Neka )(

1
kk Ga ∈  i )(

1
mm Gb ∈ . Neka l e 

najmaliot nenegativen cel broj takov {to  lk≥m. Toga{  
( ) ====== )(...)()()( 1

)(2
1

)2(
111

lkmlkmkkmkmm ebfebfeebffebfb  

 ==== −+−− )())(()( 111
)1(

111
)(

)(

1
)( mkmlkmlmkmlkml

c
mmlkml xaebfxafebfeebf  

 )())(( 1111
)(

1
mkmmlkmlk yafxebfaf == − .■ 

Tvrdewe 2.2.   Ako mk ≤  i ),( fG  e potpolno   komutativna  (m + k, 
m)- grupa so edinica e, toga{ elementot  e  e edinstven. 

Dokaz: Da pretpostavime deka   i ),( fGmk ≤  e potpolno 
komutativna (m + k, m) grupa so edinici   e  i  e'. Toga{  za k<m 

),...,,()',...,',,...,,( 11

k

km

kk

km eexeeeexf −− =  

 i                             )',...,',()',...,',,...,,( 11

k

km

kk

km eexeeeexf −− =  

e to~no za proizvolni  kmxx −,...,1  . A ova e mo`no samo ako  e = e’. 
 Za k=m imame: 

)',...,'()',...,',,...,(),...,(
mmmm

eeeeeefee ==  

od kade sleduva e = e’. ■ 
Ako mk >   i ),( fG  e potpolno komutativna (m+k, m)-grupa so 

edinica  e, toga{ elementot  e   mo`e da ne e edinstven. Toa mo`e da se 
vidi od sledniot primer daden vo [1]:   

Primer 2.3.  Da ja razgledame slednata potpolno komutativna (6,2) - 
grupa na  C\ {0,1} definirana so : 

⇔= ),(),,,,,( 21654321 wwzzzzzzf  

⎩
⎨
⎧

−−−=−−−−−−
=

)1)(1(4)1)(1)(1)(1)(1)(1( 21654321

21654321

wwzzzzzz
wwzzzzzz

 

Zabele`uvame deka za (i,i,i,i) i (-i,-i,-i,-i) va`i (ii) od definicijata za 
potpolno komutativna (6,2)-grupa so edinica. 
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3.  KONSTRUKCIJA NA SLOBODNI POTPOLNO 
KOMUTATIVNI   (m + k, m) - GRUPI SO EDINICA KOGA km ≥  

  Neka  A  e dadeno mno`estvo. Neka na sekoj element a od A  mu 
e pridru`eno mno`estvo elementi { })()2()1( ,...,, m

a aaaD =  t.{. 
)()( ji aa ≠   za ji ≠ , =∩ ADa ∅     i     =∩ ba DD ∅    za  baAba ≠∈         , i .  

Neka e e element takov {to  )( aAa
DAe

∈
∪∪∉ . Stavame    

{ } )(0 aAa
DeAB

∈
∪∪∪= . 

Neka )(

1

skm
oso BE +

≥
∪=    i  neka oo ER ⊆   taka {to  oRx∈    ako i samo 

ako: 
 (e1)  skmkuex +≠ 1 ,      kade  0≥s ; 

 (e2) 1
1

)()2()1()0( ... −≠ skm uaaaax ,   kade  1≥s ,  kade  

a
i DaAaa ∈∈= )()0(      ,   za sekoj  mi ,1= . 

Na elementite od  )(
0
+B   definirame norma so:  

  0=e  

        )(1 aAa
DAxx

∈
∪∪∈∀=      

  vuuv +=      za  0, Bvu ∈ . 

Neka ααα REB ,,  se konstruirani. Stavame ( )ααα RBB m ×∪=+ N1   i   
)(

111
skm

s
BE +

+≥+ ∪= αα .   Neka  11 ++ ⊆ αα ER   taka {to 1+∈ αRx  akko: 

(e1)  skmkuex +≠ 1 ,      kade  0≥s ; 

(e2)  1
1

)()2()1()0( ... −≠ skm uaaaax ,   kade  1≥s ,   a
i DaAaa ∈∈= )()0(      ,   

za sekoj  mi ,1= ; 

(e3)  skuymyyx 1),)...(,2)(,1(≠ ,    kade 1≥s   i    αRy∈ . 

Neka normata e definirana za sekoj element )(+∈ αBx . Toga{ na 
( )+
+1αB   definirame norma na sledniot na~in: 

 Ako     ( )ααα RBBx m ×∪=∈ + N1 ,  toga{ 

 x     e definirano za sekoj element αBx∈ ; 

 yyix +== 1),(       za  αRyix m ×∈= N),( ,  pri {to  
)(+⊆⊆∈ ααα BERy ,  pa  y     e definirano; 

 vuuv +=      za  1, +∈ αBvu . 

Stavame αα
BUB

0≥
= .   

Neka    )(

0

skm

s
BE +

≥
∪=    i      

{ }( )( )ααα
RyymyyBRUR m ∈∪=

≥
),)...(,2)(,1(\)(

0
.   

Od konstrukcijata na mno`estvata e jasno deka )(+⊆⊆ BER .          
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Elementite od R   }e gi narekuvame reducirani, a  ostanatite 
elementi od  E  }e gi narekuvame reducibilni. 

Definirame  redukcija RE: →ϕ   so indukcija po norma ili 
dol`ina na sledniov na~in: 

(0)   ( ) Rxxx ∈∀= ,ϕ ; 

Neka  ( )yϕ   e definirano  za sekoe   y   t.{.  xy <     ili   xy =   

i  xy < .  Ako  Rx∉ ,   toga{  ( )xϕ   e definirano so prvata mo`na 
primena na eden od slednite ~ekori: 

(1)  ( ) ( )skmskmk uue ++ = 11 ϕϕ ,   kade 0≥s ,  pri {to skmkskm ueu ++ = 11    i 

 skmkskm ueu ++ < 11   ,  pa   ( )skmu +
1ϕ  postoi i  e  induktivno 

definirano; 
 (2)   ( ) ( )1

1
11

1
)()2()1( ... −+−− = skkmskm ueuaaaa ϕϕ ,    kade  1≥s ,  pri {to      

1
1

)()2()1(1
1

1 ... −−+− < skmskkm uaaaaue ,  pa   ( )1
1

1 −+− skkm ueϕ   postoi i e induktivno 

definirano; 
 (3) ( ) ( )sksk yuuymyy 11),)...(,2)(,1( ϕϕ = ,  kade  0≥s  i va`i   

sksk uymyyyu 11 ),)...(,2)(,1(<    i u{te   skksmyu sk ++= 11 ,    pa  ( )skyu1ϕ  
postoi i  e induktivno  definirano.  

Od definicijata na ϕ   sleduva deka ako x gi ima site oblici koi 
mo`at da se reduciraat, toga{ za ϕ  se primenuva redosledot (1), (2), (3). 
No, se poka`uva deka ϕ  ne zavisi od redosledot na primenata na (1), (2), 
(3). 

Tvrdewe 3.1      ( ) xx ≤ϕ    i   u{te 

 ako    ( ) xx =ϕ ,   toga{ ili ( ) xx =ϕ  ili ( ) xx <ϕ . 

 Dokaz: So indukcija po norma ili dol`ina. ■ 
Tvrdewe 3.2    (i) ( )( ) ( )uu ϕϕϕ = ;  

    (ii) ( )( ) ( )uvvu ϕϕϕ = . 

 Dokaz: So indukcija po norma ili dol`ina. ■  
Koristej}i ja redukcijata ϕ,    definirame  potpolno  komutativna 

(n, m)- operacija   )()(: mn BBf → ,   i0i
BUB

≥
=     na sledniov na~in:   

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈
=

mnnn

mnn
n

Bxxmx

Bxx
xf

111

11
1

,,...,1

,

ϕϕϕ

ϕϕ

  ako

  ako
 

Tvrdewe 3.3. ( )f,B  e  potpolno komutativna (n,m)-grupa so edinica 
e. 

Dokaz:   f e dobro definirana operacija i jasno f e potpolno 
komutativna  (n,m)- operacija. 

(i) Asocijativnost: 
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Se poka`uva deka definicijata na ( )( )kn
n

n xxff +
+11   ne zavisi od  ( )nx1ϕ ,  tuku 

samo od ( )knx +
1ϕ , i povtorno,  definicijata na ( )( )kn

ni
ni

i
i xxfxf +

++
+
+ 111   ne zavisi 

od  ( )ni
ix +
+1ϕ ,  tuku samo od ( )kn

1
+xϕ , {to zna~i   

( )( )kn
n

n xxff +
+11 = ( )( )kn

ni
ni

i
i xxfxf +

++
+
+ 111  { }ki ,...2,1∈∀ .  

 (ii)    Neka ( )mm Bx ∈1 . Toga{ za Be∈  va`i: 

• Ako  ),)...(,1(1 ymyxm ≠ ,  toga{: 

       ( ) ( ) mmkm xxex 111 == ϕϕ ,         pa zna~i  ( ) ( ) mkmkm xexexf 1== ϕ . 

• Ako  ),)...(,1(1 ymyxm = , kade,  jasno  )(mBy∉ , no Ry∈ , pa  
imame: 

( ) ( ) ( ) ( ) yyymyeymyex kkm ==== ϕϕϕϕ ),)...(,1(),)...(,1(1 , 
 pa zna~i   
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) mkmkmkm xymyexmexexf 1111 ,...,1)(,...)(,1 === ϕϕ . 

      Zna~i   ( ))(
1  mm Bx ∈∀   va`i    ( ) mkm xexf 11 = , od kade sledi  e   e 

edinica vo V.            
(iii) Se doka`uva induktivno po α  deka 

)(

0

)(
1 )( kkk BBbb αα≥

∪=∈=∀ ,  )(
1

mm Bxx ∈=∃     (edinstven do permutacija)  

t.{.    ( ) mmk exbf =11 . 

Neka  )(
1

k
o

k Bb ∈   t.e   jki
j

ik eaabb j −== )()(
11 ...1   kade  { }kj ,...1,0∈ ,  

Aaa j ∈,...,1 ,    i    { }miii j ,...1,0,...,, 21 ∈ ,  pri {to  za Aa∈   }e ozna~uvame 
)0(a .  Naglasuvame deka vo izrazot 

)()( qp i
q

i
p aa  se mo`ni slu~aite:  qp =   i 

qp ii ≠ ;  qp ≠  i  qp ii = ;   qp =   i qp ii = ;   qp ≠  i qp ii ≠    t.e.   jiii ,...,, 21   

se samo oznaki za eden od  "stepenite"    { }m,...1,0    na  jaa ,...,1 .   
Neka   

)()()1()1()0()(
2

)1(
2

)1(
2

)0(
2

)(
1

)1(
1

)1(
1

)0(
1 ..................... 2211 jkmmm

j
i

j
i

jj
miimii eaaaaaaaaaaaay jj −++−+−+−=

.    Za   y  va`i  mkmjkmmmjy +=−++= )( ,  pa zna~i   y  e so dobra 
dol`ina t.e. postoi )(yϕ .  Izbirame  

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=
≥+=

==
myy

sskmyymy
xx m

)(),(
1,)(,)(,...)(,1

1 ϕϕ
ϕϕϕ

    ako

    ako
 

 Se  poka`uva  deka i  vo dvata slu~ai va`i      ( ) mexb =ϕ .    

Neka tvrdeweto va`i za sekoj α≤i   i neka 
( ) )()(

11 )( k
m

kk RBBbb ααα ×∪=∈= + N t.e.

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2

1 2(1)1 (1)1 (1) (1)1 (2)1 (2)1 (2) (2)1

( )1 ( )1 ( ) ( )1 1

, .. , , .. , ...

, .. ,q q

q

m s k m s k m s k m s k
p p

m s k m s k k p
q q q p q

b i u i u i u i u

i u i u v

+ + + +

+ + −

=
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pri {to,   mpp iiii )1(1)1()1(1)1( ,...,,,...,
11 + ,  mpp iiii )2(1)2()2(1)2( ,...,,,...,

22 + , ...,  

mqpqpqq iiii
qq )(1)()(1)( ,...,,,..., +      se  permutacii na { }m,...,2,1   i  zhjh ii )()( ≠    za  

j≠z  i za sekoj   qh ,1= ,  a    pppp q =++ ...21 ,  kade kp ≤≤1 ,  pph ≤≤0   

za  qh ,1=  i  u{te  αBvi ∈   za   pki −= ,1 .    
Prvo, da zabele`ime deka od   km ≥ ,   sleduva  1≥∃ l  t.{.  m=lk+r   

kade { }1,...,1,0 −∈ kr . Toga{ mo`eme da zapi{eme  

r)ks(lksrlkksm hhh ++=++=+  za qh ,1= .  Od induktivnata 

pretpostavka sleduva   sekoj element od )(k
iB  za α≤≤ i0 , ima inverzen 

element, pa  od konstrukcijata na )(1 ααα RBB m ×∪=+ N   i  na  
)(

1

skm

s
BER +

≥
∪=⊆ ααα   e jasno deka αBu ih ∈)(      za ksmi h+≤≤1    kade 

qh ≤≤1  i   αBvi ∈   za pki −≤≤1 . Toga{  za   )(
1)(

kkzk
zkh Bu α∈+

+
,  

1,0 −+= hslz  kade qh ,1= ; za  )()(
1)(

krkrksl
ksl Beu h

h α∈−++
++    kade qh ,1=   i   za  

)(
1

kppk Bev α∈−    postojat inverzni elementi, koi }e gi ozna~ime   ( ) 1

1)(

−+

+

kzk
zkhu    

za   1,0 −+= hslz ,   ( ) 1)(
1)(

−−++
++

rkrksl
ksl eu h

h
 kade  qh ,1=    i   ( ) 1

1
−− ppk ev   

soodvetno, takvi {to: 

( )( )( ) mkzk
zkh

kzk
zkh euu =

−+

+

+

+

1

1)(1)(ϕ   ;    za  1,0 −+= hslz     kade qh ,1= ,   

( )( )( ) mrkrksl
ksl

rkrksl
ksl eeueu h

h

h

h
=

−−++
++

−++
++

1)(
1)(

)(
1)(ϕ         za    qh ,1=     i        

( )( )( ) mppkppk eevev =
−−− 1

11ϕ . 
Neka 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ...,...,...,...,
1

1)1(1)()(1)(1)(1)1()1(1)1(1)1(
11

1

−++
+

++
+= kksm

qmq
ksm

qpq
ksm

m
ksm

p uuiuiuiuiy qq

q

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) tppkrkrksl
kslq

ksl
kslq

k
q

rkrksl
ksl

ksl
ksl

eeveuuueuu q

q

q

q

1
1

1)(
1)()(

1)(
1)1()(

1

1)(

1)(
1)()1(

1)(
1)1()1( ......... 1

1

1

1

−−−−++

++

−+

+−+

−−−++

++

−+

+−+

pri {to izborot na   t    go pravime od uslovot     )(mod kmy ≡ . 
Bidej}i    va`i 

( ) tpmmsssqly q +−+++++= )...()2( 21  
izbirame      ( )msssqlpAkt q )...()2( 21 ++++−+=     kade  A  e 

najmaliot  priroden broj   takov {to   0≥t     i   pqrkt +−≥ )( .   
Sega izbirame  

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=
≥+=

==
myy

sskmyymy
xx m

)(),(
1,)(,)(,...)(,1

1 ϕϕ
ϕϕϕ

    ako

    ako
 

Se poka`uva deka  i vo dvata slu~ai va`i      ( ) mexb =ϕ .    

Zna~i )(
1

kk Bb ∈∀ ,  )(
1

mm Bxx ∈=∃     (edinstven do permutacija)  

t.{.    ( ) mmk exbf =11 . 
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Od  (i), (ii)  i (iii)  sleduva  ( )f,B  e  potpolno komutativna (n,m) grupa 

so edinica e. ■                                                                                                
Tvrdewe 3.4. Konstruiranata potpolno komutativna  (n, m) - grupa 

so edinica   (B,f)  e slobodna. 
Dokaz:    Neka [ ]( ),H  e proizvolna potpolno komutativna (n, m) 

grupa so edinica 'e . 
H e neprazno mno`estvo, pa spored aksiomata na Cermelo, postoi 

podreduvawe na H, takvo {to vo odnos na toa podreduvawe H e dobro 
podredeno, od kade pak sledi H e potpolno podredeno. 

Neka HA →:ξ  e proizvolno preslikuvawe. Induktivno po α   

definirame preslikuvawe   HBB →∪=
≥ αα

η
0

:  so: 

Za 0Bx∈ : 
 Aaaa ∈=               )()( zaξη . 

          ')( ee =η kade  e'  e edinicata vo  [ ]( ),H . 

[ ]( ),H  e potpolno komutativna (n, m) grupa so edinica 'e , pa zna~i 

za sekoj element od )(kH , pa i za 1'' −kea , postoi edinstven element (do 
permutacija) )(

1
mm Hx ∈       t.{.    [ ] mmk exea ''' 1

1 =− .  

Neka za sekoj Ha ∈)(η , kade Aa∈ , toj element )(
1

mm Hx ∈   go 

ozna~ime so )()2()1( )(...)()( maaa ηηη ,  taka {to va`i 
)()2()1( )(...)()( maaa ηηη ≤≤≤   vo odnos na podreduvaweto na H.  Zna~i va`i  

[ ] mmk eaaaea ')(...)()(')( )()2()1(1 =− ηηηη . Sega stavame: 

 m
ii Niaa ∈=               )()( )()(  sekoj  zaηη ,  kade  )()( iaη   gi zadovoluva 

gornite svojstva. 
Neka  η   e definirano za sekoj   i,   α≤≤ i1   i neka 

( ) 11, +
+ ∈= αBuix skm .  Toga{  αBu j ∈   za skmj +≤≤1 ,   pa )( juη  e 

induktivno definirano. Definirame: 
[ ] iskm

skm uuui )()...(),( 11 +
+ = ηηη     taka {to  

[ ] [ ] [ ] mskm2skm1skm uuuuuu )()...(...)()...()()...( 111 +++ ≤≤≤ ηηηηηη   vo odnos na 
podreduvaweto   na H.  

Se poka`uva, induktivno po norma, deka va`i:   ako ( ) mkm bxf 11 =+ , 
toga{   ( ) ( )[ ] ( ) ( )mkm bbxx ηηηη ...... 11 =+ ,  t.e. deka vaka definiranoto 
preskikuvawe  η   e homomorfizam od potpolno komutativnata (m+k, m) 
grupa so edinica ( )f,B  vo potpolno komutativna (m+k, m) grupa so edinica  

[ ]( ),H  i η  e pro{iruvawe na ξ .  Zna~i ( )f,B  e slobodna (m+k,m) grupa so 

edinica  so baza A.■ 
Bi napomenale deka preslikuvaweto HBB →∪=

≥ αα
η

0
:  

definirano  pogore,  ne e edinstveno so baranite svojstva. Imeno, η   mo`e 
da se definira na bilo koj od slednite na~ini: 
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 m
ii iaa N∈=               )()( ))(()( 1  zaσηη   kade 1σ  e bilo koja  

permutacija na { }m,...,2,1 , a   va`i )()2()1( )(...)()( maaa ηηη ≤≤≤   vo odnos na 

podreduvaweto na H, i  va`i  [ ] mmk eaaaea ')(...)()(')( )()2()1(1 =− ηηηη ; 
 i u{te: 

[ ] (i)skm
skm

2
uuui σηηη )()...(),( 11 +

+ =   mi N∈      za ,  kade 2σ   e bilo koja  

permutacija na { }m,...,2,1   i   
[ ] [ ] [ ] mskm2skm1skm uuuuuu )()...(...)()...()()...( 111 +++ ≤≤≤ ηηηηηη   vo odnos na 
podreduvaweto   na H.  

 
4.  KONSTRUKCIJA NA SLOBODNI POTPOLNO 

KOMUTATIVNI   (m + k, m) - GRUPI SO EDINICA KOGA  k>m 
Vo ovoj del e dadena konstrukcija na potpolno komutativna 

vektorsko vrednosna grupa so edna edinica generirana od mno`estvo A 
koga k>m. Kako {to e ka`ano vo 2.,  edinicata vo ovoj slu~aj mo`e da ne e 
edinstvena.  

Konstrukcijata i vo ovoj slu~aj e ista kako vo prethodniot slu~aj. 
Neka  A  e dadeno mno`estvo. Na ist na~in kako prethodno se definiraat 
mno`estvata  aD , elementot )( aAa

DAe
∈
∪∪∉ , 0B , 0E , 0R .  Povtorno na 

elementite od  )(
0
+B   definirame norma so:  

     0=e                   )(1 aAa
DAxx

∈
∪∪∈∀=      

          vuuv +=      za  0, Bvu ∈ . 

Neka ααα REB ,,  se konstruirani. Mno`estvata 111 ,, +++ ααα REB   se 
konstruirani kako vo prethodniot slu~aj i e definirana norma na 
elementite od ( )+

+1αB . 
Stavame αα

BUB
0≥

= .    Neka )(

0

skm

s
BE +

≥
∪=  i      

{ }( )( )ααα
RyymyyBRUR m ∈∪=

≥
),)...(,2)(,1(\)(

0
.   

Od konstrukcijata na mno`estvata e jasno deka )(+⊆⊆ BER .          
Elementite od R   }e gi narekuvame reducirani, a  ostanatite 

elementi od  E  }e gi narekuvame reducibilni. 
Definirame  redukcija RE: →ϕ   so indukcija po norma ili 

dol`ina na sledniov na~in: 
(0)   ( ) Rxxx ∈∀= ,ϕ ; 

Neka  ( )yϕ   e definirano  za sekoe   y   t.{.  xy <     ili    

xy =   i  xy < .  Ako  Rx∉ ,   toga{  ( )xϕ   e definirano so prvata 
mo`na primena na eden od slednite ~ekori: 

(1)  ( ) ( )skmskmk uue ++ = 11 ϕϕ ,   kade 0≥s ,  pri {to skmkskm ueu ++ = 11    i 
skmkskm ueu ++ < 11   ,  pa   ( )skmu +

1ϕ  postoi i  e  induktivno definirano; 
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 (2) ( ) ( )1
1

11
1

)()2()1( ... −+− = skmskm ueuaaaa ϕϕ ,    kade  1≥s ,  pri {to      
1

1
)()2()1(1

1
1 ... −−+ < skmskm uaaaaue ,  pa   ( )1

1
1 −+ skm ueϕ   postoi i e induktivno 

definirano; 
(3) ( ) ( )sksk yuuymyy 11),)...(,2)(,1( ϕϕ = ,  kade  0≥s  i va`i   

sksk uymyyyu 11 ),)...(,2)(,1(<    i u{te   skksmyu sk ++= 11 ,    pa  ( )skyu1ϕ  
postoi i  e induktivno  definirano.  

Kako {to se gleda,   definicijata na ϕ   se razlikuva vo (2) od 
soodvetnata definicija na ϕ   vo slu~ajot km ≥ . 

Od definicijata na ϕ   sleduva deka ako x gi ima site oblici koi 
mo`at da se reduciraat, toga{ za ϕ  se primenuva redosledot (1), (2), (3). 
No, se poka`uva deka ϕ  ne zavisi od redosledot na primenata na (1), (2), 
(3).  

Za ϕ  va`at istite tvrdewa kako vo 3.   

Tvrdewe 4.1.      ( ) xx ≤ϕ    i   u{te 

                       ako    ( ) xx =ϕ ,   toga{ ili ( ) xx =ϕ  ili ( ) xx <ϕ .■ 

Tvrdewe 4.2.    (i) ( )( ) ( )uu ϕϕϕ =  ;    (ii) ( )( ) ( )uvvu ϕϕϕ = .■ 
 Koristej}i ja redukcijata ϕ,  na i0i

BUB
≥

=  definirame (n, m) opera-

cija  f  na sledniov na~in:   

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈
=

mnnn

mnn
n

Bxxmx

Bxx
xf

111

11
1

,,...,1

,

ϕϕϕ

ϕϕ

  ako

  ako
 

Tvrdewe 4.3. ( )f,B  e potpolno komutativna (n,m) grupa so edinica e 
Tvrdewe 4.4.  Konstruiranata potpolno komutativna  (n, m) - grupa 

so edinica   (B,f)  e slobodna.■ 
Dokazot na poslednite dve tvrdewa e sli~en so soodvetnite 

tvrdewa dadeni vo 3. t.e. vo slu~ajot km ≥ .  
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